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Abstract: Dans ce papier, le premier volet de la mode´lisation du comportement
de mate´riaux composites a` matrice ce´ramique auto-cicatrisante est pre´sente´.
La mode´lisation physico-chimique de l’oxydation de ce mate´riau est faite a`
travers la consommation d’une couche matricielle et de carbone l’interface fi-
bre/matrice. Le me´canisme d’auto-cicatrisation est mode´lise´ par la cre´ation
d’un bouchon d’oxyde dans une fissure unique ouverte et une simulation de
la diffusion d’oxyge`ne a` travers sa ge´ome´trie e´volutive. Cette e´tude participe
a` l’ame´lioration de la dure´e de vie de mate´riaux mode`les (composites, multi-
couches).
Nous nous inte´ressons ici a` la ge´ome´trie du proble`me et a` sa mise en e´quation.
Une premie`re e´tude, base´e sur l’analyse des dimensions des variables physiques
et des e´quations associe´es, permet de connaˆıtre l’e´chelle des grandeurs et les dif-
ficulte´s du mode`le, principalement au niveau de la raideur du proble`me e´tudie´.
Le sche´ma nume´rique retenu pour la mode´lisation de l’auto-cicatrisation de la
matrice est alors pre´sente´.
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Re´sume´ : Dans ce papier, le premier volet de la mode´lisation du comportement
de mate´riaux composites a` matrice ce´ramique auto-cicatrisante est pre´sente´. La
mode´lisation physico-chimique de l’oxydation de ce mate´riau est faite a` tra-
vers la consommation d’une couche matricielle et de carbone l’interface fi-
bre/matrice. Le me´canisme d’auto-cicatrisation est mode´lise´ par la cre´ation
d’un bouchon d’oxyde dans une fissure unique ouverte et une simulation de
la diffusion d’oxyge`ne a` travers sa ge´ome´trie e´volutive. Cette e´tude participe
a` l’ame´lioration de la dure´e de vie de mate´riaux mode`les (composites, multi-
couches).
Nous nous inte´ressons ici a` la ge´ome´trie du proble`me et a` sa mise en e´quation.
Une premie`re e´tude, base´e sur l’analyse des dimensions des variables physiques
et des e´quations associe´es, permet de connaˆıtre l’e´chelle des grandeurs et les dif-
ficulte´s du mode`le, principalement au niveau de la raideur du proble`me e´tudie´.
Le sche´ma nume´rique retenu pour la mode´lisation de l’auto-cicatrisation de la
matrice est alors pre´sente´.
Mots-cle´s : MATRICE CERAMIQUE, OXYDATION, AUTO-CICATRISATION,
2D
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1 Introduction: Contexte et motivations de ce
travail
Les composites a` matrice ce´ramique (CMC) pre´sentent des proprie´te´s remar-
quables de bonne tenue me´canique, en conservant une densite´ faible [1]. Cet
ensemble de proprie´te´s permet d’envisager leur emploi en tant qu’e´le´ments de
structure pour des applications ae´ronautiques et spatiales. De par la diversite´
de leurs composants (fibres, matrice) et la possibilite´ de concevoir des mate´riaux
“sur-mesure”, les mate´riaux composites apparaˆıssent comme une bonne alter-
native aux solutions de structures me´talliques. Toutefois, l’utilisation de ces
mate´riaux reste encore limite´e par la relative complexite´ de leur comportement.
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L’alliance de deux composants fragiles (matrice et fibre) est rendue utilis-
able graˆce a` l’introduction d’une interface enrobant la fibre (pyrocarbone pyC).
Celle-ci permet de de´vier les fissures paralle`lement aux fibres. Cependant, en
milieu oxydant, cette interface est alte´re´e, et la dure´e de vie du mate´riau chute
fortement [2]. Le re´seau de fissures pre´sent au sein de ce mate´riau est alors un
passage privile´gie´ pour l’oxyge`ne O2 ambiant.
Afin de ralentir la progression de l’oxyge`ne dans le mate´riau, des composites
a` matrice ce´ramique multicouche auto-cicatrisante sont utilise´es, et permettent
d’atteindre des dure´es de vie tre`s importantes graˆce a` l’ajout de bore (B) dans
certaines couches de la matrice. En effet, sous atmosphe`re oxydante, ces couches
se lique´fient et forment alors un verre qui va peu a` peu remplir les fissures et
jouer le roˆle de bouchon, ralentissant ainsi la diffusion de l’oxyge`ne. L’oxydation
de l’interface et des fibres est limite´e ce qui augmente tre`s nettement la dure´e
de vie de ces mate´riaux [3].
Dans ce travail, une macromode´lisation physico-chimique des me´canismes
d’oxydation est pre´sente´e. L’hypothe`se principale est que les me´canismes d’oxydation
et de cicatrisation pre´ponde´rants sont lie´s a` la diffusion d’oxyge`ne a` travers les
fissures perpendiculaires aux fibres.
Nous commencerons par pre´senter le mode`le physico-chimique retenu pour l’oxydation
des composites MAC.
Ce mode`le se scinde en deux parties:
 dans la premie`re phase du mode`le, nous conside´rons la mode´lisation des
me´canismes d’oxydation. Cette premie`re e´tape concerne donc la phase de
formation du bouchon d’oxyde dans la fissure;
 dans la deuxie`me phase du mode`le, nous conside´rons l’avance´e du liquide
dans la fissure. Cette e´tape concerne alors la phase de cicatrisation de la
fissure.
Puis nous nous inte´resserons a` l’adimensionnement et a` l’e´tude de la raideur
des e´quations conside´re´es et au sche´ma nume´rique retenu.
2 Mode´lisation des me´canismes d’oxydation-cicatrisation
2.1 Hypothe`ses et approximations retenues
2.1.1 Mode`le existant
Nous allons dans un premier temps brie`vement de´crire le principal mode`le exis-
tant et comparable a` celui que nous de´veloppons aujourd’hui. Les variables et
hypothe`ses qu’il utilise sont en partie reprises dans notre mode`le.
Les travaux de [4] pre´sentent une mode´lisation physico-chimique menant a`
la pre´diction de la dure´e de vie des composites ce´ramiques a` matrice autocica-
trisante, mate´riaux propose´s par la Snecma Propulsion Solide.
Une repre´sentation simplifie´e de la ge´ome´trie des diffe´rentes couches de protec-
tion matricielle et du bouchon d’oxyde de bore est choisie (FIG.1). Elle permet
de de´finir des parame`tres ge´ome´triques microscopiques cle´s du mode`le, tels que
les grandeurs eP (e´paisseur de la couche de pyrocarbone), Lf (longueur de la
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fissure), issus de mesures sur le mate´riau, ou encore des parame`tres macro-
scopiques de´crivant l’endommagement par oxydation (hm, hP par exemple).
Ces diffe´rents parame`tres sont e´galement utilise´s dans notre mode`le, que nous
de´crivons ensuite.
Figure 1: Repre´sentation simplifie´e de la ge´ome´trie des couches conside´re´es;
parame`tres du mode`le.
Afin de de´crire les re´actions chimiques, ce mode`le se base sur les travaux
du LCTS [5]. Il est montre´ qu’aux tempe´ratures dans la gamme [400-700]◦C
qui nous inte´ressent particulie`rement, la principale couche matricielle qui re´agit
est un carbure de bore (B4C). En pre´sence d’oxyge`ne, la re´action d’oxydation
aboutit a` un oxyde de bore (B2O3) liquide. Les e´quations pour la cine´tique
chimique et l’e´volution des grandeurs du mode`le seront de´taille´es dans la section
suivante (Mode`le 2D).
Cette cine´tique d’oxydation est introduite dans la simulation, mais elle n’est
pas le me´canisme limitant la re´action. En effet, le me´canisme limitant est
le phe´nome`ne de diffusion de l’oxyge`ne a` travers le bouchon d’oxyde. Les
grandeurs caracte´ristiques retenues pour la mode´lisation de la matrice sont alors
les flux de B4C consomme´s et les flux de B2O3 cre´e´s. La variable essentielle
pour ce mode`le simplifie´ est donc le flux d’oxyge`ne parvenant jusqu’a` la matrice.
Les proportions en volumes de ces flux sont directement lie´es aux proportions
stoechiome´triques de la re´action et aux volumes molaires.
La description de la formation du bouchon d’oxyde est indissociable du me´canisme
de diffusion de l’oxyge`ne a` travers le bouchon. Sa composition ainsi que l’identification
du coefficient de diffusion ont e´te´ obtenues expe´rimentalement en fonction de la
tempe´rature par [6].
Dans la simulation, la composition du bouchon est suppose´e constante. La
diffusion de l’oxyge`ne est mode´lise´e par la loi de Fick en re´gime e´tabli. Une
ge´ome´trie complexe et e´volutive est conside´re´e: une repre´sentation simplifie´e de
la ge´ome´trie est propose´e avec un mode`le de type filaire a` noeuds (FIG.2).
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Figure 2: Repre´sentation simplifie´e de la ge´ome´trie des couches conside´re´es;
parame`tres du mode`le.
Sur la repre´sentation simplifie´e de la ge´ome´trie du bouchon, sont repre´sente´s
aux noeuds:
 E : interface entre le bouchon et le pyC,
 C : interface entre le bouchon et la couche matricielle de B4C,
 Oe : limite de remplissage de la fissure par le bouchon
 A : longueur maximale du bouchon et jonction avec un macro-pore,
 D et B : noeuds du mode`le 1D.
L’inte´gration de la loi de Fick sur cette ge´ome´trie est re´alise´e analytiquement.
Les grandeurs hm, hP et Lf sont des variables du mode`le filaire.
Les re´sultats obtenus montrent que la prise en compte des me´canismes de
type physicochimiques est essentielle pour assurer une pre´diction du comporte-
ment et de la dure´e de vie des mate´riaux composites CMC a` matrice autocica-
trisante en milieu oxydant. L’e´volution des variables d’endommagement (hm,
hP ) par oxydation de matrice et de pyrocarbone est obtenue et pourra eˆtre
compare´e a` celle obtenue avec notre mode`le 2D.
2.1.2 Mode`le 2D
Le choix de structuration de ce mode`le repose sur diverses hypothe`ses re´sultant
de la connaissance du mate´riau et de ses constituants, ainsi que du choix du
type d’oxydation envisage´ (oxyge`ne O2 seul oxydant, et fourni par l’air sec).
La nouvelle ide´e directrice est de travailler sur une vue 2D dans le plan
de la fissure transverse aux fibres. Ainsi, les quantite´s de´finies dans la direc-
tion paralle`le aux fibres sont des champs 2D de´finis sur les domaines ad hoc.
Par exemple, la hauteur de B4C consomme´e est une quantite´ hm(x, y), de´finie
uniquement sur le domaine de la matrice re´active (i.e. B4C). La cre´ation du
bouchon d’oxyde ame`nera a` l’existence de domaines a` frontie`re libre, correspon-
dant a` la pre´sence de liquide entre les le`vres de mate´riau inerte (i.e. SiC), soit
un domaine liquide ωL qui va envahir progressivement le dmaine inerte.
L’application des bilans de masse d’oxyge`ne va permettre d’obtenir les flux
d’oxyge`ne a` travers toutes les interfaces, puis ceci permettra de mettre a` jour les
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variables verticales et l’avancement de la frontie`re liquide δωli dans la deuxie`me
partie du mode`le.
Dans ce mode`le 2D, nous conside´rons une fissure unique de´bouchant sur
une seule tranche de mate´riau de type fibre, car la rupture totale du mate´riau
est conditionne´e presque instantane´ment par la rupture de cette premie`re zone
sensible.
Nous allons porter maintenant notre attention sur le sous-mode`le de´die´ au
transfert de masse d’oxyge`ne.
Les hypothe`ses retenues pour ce mode`le sont les suivantes :
 la matrice contient une couche active de carbure de bore B4C entre deux
couches de meˆme e´paisseur de SiC;
 cette dernie`re couche est conside´re´ comme inerte. En effet, la vitesse
d’oxydation de ce consituant est tre`s faible dans la gamme de tempe´rature
envisage´e (T < 800 ◦C);
 aupre`s de la fibre, une interphase de pyC de faible e´paisseur est re´active
elle aussi vis-a`-vis de l’oxyge`ne;
 on conside`re que les fibres sont impe´ne´trables;
 le carbure de bore B4C donne par oxydation de l’oxyde liquide B2O3 , avec
une nette expansion volumique, et provoque la cre´ation d’un bouchon.
La premie`re partie du mode`le concerne la phase de cre´ation du bouchon. Le
bouchon vient ensuite remplir la fissure; ceci sera l’objet de la deuxie`me partie
du mode`le.
2.2 Grandeurs et e´quations du mode`le
2.2.1 Grandeurs et domaines de re´solution du mode`le
Les diffe´rentes couches de matrice ainsi que les fibres sont conside´re´es comme
des domaines de re´solution.
Les fibres constituent le domaine Ωf . Ce domaine est de´fini par l’indicateur de
phase Φf , tel que
Φf (~x) = 1 si ~x ∈ Ωf , (1)
Φf (~x) = 0 si ~x /∈ Ωf . (2)
L’hypothe`se que les fibres sont impe´ne´trables fait qu’elles constituent des
trous dans le domaine de re´solution.
Les autres domaines sont Ωi pour la matrice inerte (SiC) et Ωr pour la matrice
re´active (B4C). De la meˆme fac¸on que pour les fibres, on de´finit des indicateurs
de phase Φi et Φr pour chacun de ces domaines, tels que, pour la matrice inerte
Φi(~x) = 1 si ~x ∈ Ωi, (3)
Φi(~x) = 0 si ~x /∈ Ωi, (4)
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et pour la matrice re´active
Φr(~x) = 1 si ~x ∈ Ωr, (5)
Φr(~x) = 0 si ~x /∈ Ωr. (6)
Le domaine Ωfi associe´ a` la couche de pyC est si fin qu’on le traitera plutoˆt
par une condition aux limites non-line´aire sur la frontie`re δΩfi.
Le domaine ΩL est quant a` lui associe´ a` la phase liquide, et sera utilise´ dans
la deuxie`me partie du mode`le ou` l’avance´e de la frontie`re liquide est conside´re´e.
Pour e´tudier la phase de cre´ation du bouchon, on de´finit les quantite´s suivantes,
grandeurs essentielles du mode`le :
 l’e´paisseur (ouverture) ef de la fissure, qui est en fait une moyenne calcule´e
en fonction des parame`tres de cyclage, par un mode`le ad hoc;
 les longueurs inte´rieures Lfi et exte´rieures Lfe de la fissure;
 l’e´paisseur de la couche de matrice active em;
 l’e´paisseur de la couche de matrice inerte ei;
 l’e´paisseur de la couche de pyrocarbone epyC .
2.2.2 Equations du mode`le
Les phe´nome`nes physiques pris en compte sont :
 la diffusion de l’oxyge`ne O2 a` travers la phase fluide : on utilise la 1
ere loi
de Fick avec un coefficient de diffusion que l’on notera ensuite DgO2 ;
 la diffusion de O2 a` travers le bouchon liquide : on utilise la meˆme loi
mais avec un coefficient DLO2 , beaucoup plus faible que le pre´ce´dent. Ce
coefficient peut eˆtre fonction de la composition pre´cise du liquide;
 la re´action d’oxydation du pyC avec le bilan
C(s) + O2(g) −→ CO2(g);
 la re´action d’oxydation du B4C, conside´re´e comme instantane´e, selon la
re´action :
B4C(s) + 0.6 C + 4.6 O2(ox) −→ 2 B2O3(l) + 1.6 CO2(g).
Ici, on aura une concentration nulle d’oxyge`ne au front de re´action;
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 l’augmentation de la taille du bouchon provient du bilan entre l’expansion
volumique duˆe a` la re´action pre´ce´dente, et la re´duction de volume duˆe au
phe´nome`ne d’e´jection lie´e a` l’aspect cyclique de la contrainte, et donc, de
l’ouverture de la fissure ef ;
 on ne´glige la diffusion du CO2 aussi bien a` l’e´tat gazeux que dissous dans
l’oxyde. Egalement,on conside`re que le flux d’oxyge`ne consomme´ par la
fissure est toujours tre`s faible devant les apportse´ventuels, ce qui permet




l’air a` l’exte´rieur du domaine de re´solution.
Bilans de masse d’oxyge`ne Ecrivons a` pre´sent les bilans de masse d’oxyge`ne.
La grandeur hO2(x, y) est de´finie comme la hauteur disponible pour l’oxyge`ne




~∇CO2) + hO2SO2 , (7)
avec DO2 le coefficient de diffusion du O2, fonction de l’espace (soit en phase
gazeuse (DgO2), soit en phase liquide (D
L
O2
)). Dans la premie`re partie du mod`le
(phase de cre´ation du bouchon), ce coefficient de diffusion est choisi comme
constant par sous-domaine; on a ainsi:












La grandeur SO2 est la source d’oxyge`ne, e´galement fonction de l’espace. Ce
terme source, non trivial dans le domaine Ωr sera de´taille´ dans la sous-section
suivante.
Ce bilan de masse est assorti de conditions aux limites (CL).
A l’exte´rieur du domaine, on a








et donc une CL de type Dirichlet;
 soit un e´change a` travers une couche limite avec une source d’air ambiant
:
−DO2hO2







et donc une CL de type mixte.
Sur le bord de la fibre, la CL correspond a` la consommation de tout le flux
par l’oxydation du carbone; on a alors
DO2hO2




eP e´tant l’e´paisseur de la couche de pyrocarbone.
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Bilans de hauteurs L’e´criture des bilans de hauteur re´sulte de la re´solution
















Figure 3: Repre´sentation simplifie´e de la ge´ome´trie des couches conside´re´es;
parame`tres du mode`le.
Une repre´sentation simplifie´e de la ge´ome´trie des couches conside´re´es (FIG.3)
permet de de´finir des parame`tres ge´ome´triques microscopiques tels que ef ou
Lf , issus de mesures sur le mate´riau. Trois parame`tres de´crivent l’endommagement
par oxydation: hm (hauteur de matrice re´active consomme´e), hl (hauteur d’oxyde
liquide forme´e) et hp (hauteur de pyrocarbone consomme´e)sont e´galement con-
side´re´s.
Pour les domaines ou` la matrice est inerte (i.e. Ωi et ωL), on conside`re que
la grandeur hO2 est fixe et de´termine´e. On aura alors
hO2 = ef ,





Notons que la grandeur hO2 peut varier avec l’espace et le temps mais de fac¸on
comple`tement exte´rieure au mode`le.
Sur le domaine Ωr, le bilan de hauteur fait intervenir la mise en se´rie de la
diffusion de l’oxyge`ne a` travers la hauteur hO2 , puis la hauteur hL de liquide,
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En soustrayant les e´quations (8) et (9) l’une a` l’autre, nous obtenons la diminu-
tion de la hauteur disponible pour oxyge`ne (sous entendu dans le gaz) hO2 =













A partir de cette e´quation (10), le crite`re pour l’arreˆt de la premie`re partie du
mode`le apparaˆıt: de`s que hO2 = 0 on conside`re que le bouchon est cre´e. On peut
alors passer a` la deuxie`me partie du mode`le, dans laquelle hO2 est maintenant
suppose´ eˆtre dans le liquide et non plus dans le gaz.
Notons que l’e´volution de la grandeur hO2 de´pend de hL, qui devient ainsi une
nouvelle variable de´finie uniquement sur le domaine Ωr.
L’e´quation (10) permet a` pre´sent de de´finir le terme source (puits) d’oxyge`ne










Sur la frontie`re δΩfi, on doit inte´grer une relation similaire a` travers l’e´paisseur







ou` la variable hP est la hauteur de pyrocarbone consomme´e, et n’est pas la
meˆme variable que la limite de hO2 en δΩfi.
L’e´quation (12) est fortement lie´e a` la spe´cification de la CL pour la grandeur
CO2 sur la frontie`re δΩfi :
DgO2hO2





Finalement, nous rappelons les e´quations qui re´gissent la premie`re partie de ce
mode`le et donc la phase de cre´ation du bouchon.
2.3.1 Equations avec indicateurs de phase
Les variables conside´re´es sont alors la hauteur d’O2 disponible ho2 , la concen-
tration d’O2 Co2 , la hauteur d’oxyde liquide hL forme´ par consommation de
l’interface b4C / B2O3 a` la hauteur hm, et la hauteur de pyC consomme´e hP .













− 2V mL )
DgO2
4, 6hL














Co2 , sur δΩfi. (17)
RR n° 7417
12 Drean
La grandeur h˙ est fixe´e exte´rieurement au mode`le (par exemple histoire me´canique
du mate´riau: ouverture/fermeture cyclique de la fissure).
Ces e´quations sont assorties de conditions aux limites (CL).













Et sur la frontie`re des fibres δΩfi:
DO2hO2






De plus, nous conside´rons les conditions initiales (CI) suivantes:




hO2(~x, 0) = ef ; (22)
hL(~x, 0) = 0; (23)
hP (~x, 0) = 0 sur δΩfi; (24)
(25)
2.3.2 Equations ge´ne´ralise´es avec indicateurs de phase
Ecrivons pour finir les grandeurs du mode`le et ces dernie`res e´quations de fac¸on
plus ge´ne´rale en utilisant tous les indicateurs de phase de´finis.
Domaines gazeux et liquides Pour cela, nous de´finissons e´galement un
indicateur de phase Φg pour le domaine gazeux Ωg et un indicateur de phase
ΦL pour le domaine liquide ΩL. Les indicateurs de phase de ce domaine peuvent
alors s’e´crire comme
Φg = 1− ΦL
Domaines inertes et re´actifs Faisons de meˆme pour la matrice inerte: le
sous domaine Ωi est de´fini par
Ωi = 1− Ωr − Ωf − Ωe,
Ωr, Ωf et Ωe e´tant respectivement les sous-domaines de la matrice re´active, des
fibres et de l’espace exte´rieur.









Rappelons que le coefficient de diffusion en phase liquide est bien plus petit que
le coefficient en phase gazeuse: DLO2 << D
g
O2
. Nous pourrons prendre dans un
premier temps un rapport de l’ordre de 103 entre ces deux coefficients.
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Hauteur de liquide Sur le domaine Ωr, la hauteur de liquide forme´ s’e´crit





hL = Φr[(hm − h
g
O2
)(1− ΦL) + hmΦL],
et donc




Hauteur disponible de O2 en phases gazeuse et liquide Sur les domaines
Ωi et ΩL, la hauteur disponible de O2 est fixe et de´termine´e; nous avons ainsi:
hO2 = Φi(ΦL +Φg)ef ,
soit
hO2 = Φief .
























Equations ge´ne´rales du mode`le Maintenant que les grandeurs sont e´crites



















































3 Etude pre´liminaire des e´quations du mode`le
3.1 Adimensionnement des grandeurs du mode`le
Afin d’analyser la raideur du proble`me a` re´soudre, et du pas de temps a` choisir
pour le schm´a nume´rique, il convient d’adimensionner les grandeurs utilise´es
dans ce mode`le.
3.1.1 Choix des grandeurs caracte´ristiques
Commenc¸ons par choisir les grandeurs ade´quates pour l’adimensionnement.
Les variables que nous allons adimensionner sont:
 les volumes molaires V ; nous choisissons comme volume molaire de re´fe´rence
celui de l’oxyde V mL , ainsi les volumes molaires utilise´s dans le mode`le
seront adimensionne´s comme: V¯ = V/V mL ;
 les hauteurs h; nous choisissons comme hauteur caracte´ristique la longueur
de la fissure Lf , ainsi les hauteurs utilise´es dans le mode`le seront adimen-
sionne´es comme: h¯ = h/Lf ;
 les coefficients de diffusion D; nous choisissons comme coefficient de diffu-
sion de re´fe´rence celui de l’oxyge`ne en phase gazeuse DgO2 , ainsi les coef-
ficients de diffusion utilise´s dans le mode`le seront adimensionne´s comme:
D¯ = D/DgO2 ;
 la concentration C enO2; nous choisissons comme concentration de re´fe´rence
la concentration en O2 exte´rieure C
e
O2
, ainsi la concentration utilise´e dans
le mode`le sera adimensionne´es comme: C¯ = C/CeO2 ;
 le temps t; le temps caracte´ristique du proble`me sera une combinaison des
grandeurs de re´fe´rence que nous venons de choisir.
3.1.2 Adimensionnement des grandeurs du mode`le
Ecrivons a` pre´sent les nouvelles grandeurs sans dimension du proble`me.
Pour les hauteurs (et parame`tres ayant la dimension d’une hauteur), nous
avons maintenant (TAB. 1):










Table 1: Hauteurs du mode`le adimensionne´es.
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V m (m3.mol−1) Re´fe´rence V mref (m














Table 2: Volumes molaires du mode`le adimensionne´s.
Pour les volumes molaires, nous avons maintenant (TAB. 2):
Pour la concentration, nous avons maintenant (TAB. 3):
CO2 (mol.m






Table 3: Concentration du mode`le adimensionne´e.
Pour les coefficients de diffusion, nous avons maintenant (TAB. 4):
DO2 (m










Table 4: Coefficients de diffusion du mode`le adimensionne´s.
3.1.3 Re´e´criture des e´quations du mode`le
Finalement, les e´quations du mode`le pre´sente´es dans le chapitre pre´ce´dent (eq.26,
28 et 29) sont re´e´crites sous forme adimensionne´e.
Re´e´criture des bilans de masse d’oxyge`ne Nous utilisons les grandeurs


























Il apparaˆıt alors le temps caracte´ristique pour l’adimensionnement des e´quations
du mode`le:







Le temps sans dimension est calcule´ comme t¯ = t/tref .









Re´e´criture des bilans de hauteur Nous faisons de meˆme pour les e´quations
des bilans de hauteur (eq.28 et 29).













































































































Estimation du temps caracte´ristique pour l’adimensionnement des
grandeurs du mode`le Nous avons vu que le temps caracte´ristique pour




Ce temps peut alors eˆtre estime´, connaissant les valeurs nume´riques (ou du
moins en choisissant des valeurs nume´riques) pour l’e´paisseur de la fissure Lf
et pour le coefficient de diffusion de l’oxyge`ne en phase gazeuse DgO2 .
Nous prenons:
 Lf = 200.10
−6 m pour la longueur de la fissure, et
 DgO2 = 9, 84.10
−10T 1.75 = 9, 37.10−5 m2.s−1 avec une tempe´rature T de
700◦C pour le coefficient de diffusion de l’oxyge`ne en phase gazeuse.
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Ainsi, le temps caracte´ristique tref vaut tref = (300.10
−6)2/9, 37.10−5 = 9, 6.10−4
s.
Les valeurs relativement faibles des grandeurs caracte´ristiques du mode`le mon-
trent la raideur du proble`me e´tudie´. De plus, le fait de conside´rer des coefficients
de diffusion dont le ratio est petit (typiquement DLO2/D
g
O2
<< 1 est e´galement
un ge´ne´rateur de raideur.
3.2 Analyse de la raideur du proble`me e´tudie´
Pour avoir une ide´e de la raideur du proble`me a` re´soudre, nous nous inte´ressons
a` la matrice jacobienne du syste`me d’e´quations conside´re´ dans ce mode`le.
Dans un premier temps, nous allons nous inte´resser plus particulie`rement au
mode`le simplifie´ concernant l’e´volution des hauteurs.
3.2.1 Analyse de la raideur du mode`le simplifie´




Ainsi, la concentration n’e´tant plus une variable du mode`le, l’e´quation pour le
bilan de masse d’oxyge`ne (eq.26) n’est plus prise en compte.







− 2V mL )
DgO2
4, 6hL














































































Afin de calculer les valeurs propres λj de la matrice J , nous calculons le de´terminant
de |J − λI|, I e´tant la matrice identite´. Les valeurs propres sont alors obtenues
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en re´solvant det|J − λI| = 0.
Ceci nous donne:































Le calcul du de´terminant donne











− λ) = 0
La matrice posse`de donc trois valeurs propres distinctes
 λ1 = 0,















Deux des trois valeurs propres ont donc une partie re´elle ne´gative telle que
σ ≤ Re(λj) ≤ τ ≤ 0
Calculons a` pre´sent le quotient de raideur qr de´fini comme
qr = σ/τ
en prenant comme valeur de σ la plus petite des valeurs propres et comme valeur
de τ la plus grande des valeurs propres de J .
Estimons donc les valeurs propres λ2 et λ3 avec hL ∼ 1.10
−6 m, hP ∼ 0, 5.10
−6
m et CO2 = C
e
O2
= 0, 21 Pa
RT
∼ 2, 63 avec T = 700 ◦C.
Nous obtenons donc
 λ2 ∼ −5, et
 λ3 ∼ −6960.
Le quotient de raideur vaut alors qr = σ/τ ∼ 1390 ≫ 1.
Le syste`me d’e´quations diffe´rentielles conside´re´es est donc raide (satisfait a`:
Re(λj) ≤ 0 et qr ≫ 1).
3.2.2 Analyse de la raideur du mode`le complet
Nous conside´rons a` pre´sent l’e´quation d’e´volution de la concentration CO2 . Afin
de simplifier le calcul des valeurs propres du syste`me, nous choisissons de con-
server la grandeur hO2 constante; on prendra hO2 = ef connue.
Ainsi, la hauteur d’oxyge`ne disponible n’e´tant plus une variable du mode`le,
l’e´quation pour son e´volution (eq.28) n’est plus prise en compte.
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Nous avons alors seulement les e´quations pour la concentration CO2 et pour






















Nous re´alisons alors les changements de variables suivants:
 X = 1/hL, et
 Y = 1/hP .

















= −V mP D
g
O2
Y Co2 . (50)






Le terme pour la diffusion ~Gi(~∆Wi) ne concerne que la variable Co2 et nous
aurons donc pour ce terme de diffusion une matrice de la forme












La raideur du syste`me d’e´quations conside´re´es ne provient a` priori pas du terme
de diffusion; ainsi, nous analysons cette raideur en calculant les valeurs propres

























































Afin de calculer les valeurs propres λj de la matrice J , nous calculons le
de´terminant de |J − λI|, I e´tant la matrice identite´. Les valeurs propres sont

























Y 3 0 −3V mP D
g
O2
Y 2CO2 − λ
∣∣∣∣∣∣∣
= 0
Le calcul du de´terminant donne

























Y 2CO2 − λ) = 0
La matrice posse`de donc trois valeurs propres distinctes

















































































Deux des trois valeurs propres ont donc une partie re´elle ne´gative telle que
σ ≤ Re(λj) ≤ τ ≤ 0
Calculons a` pre´sent le quotient de raideur qr de´fini comme
qr = σ/τ
en prenant comme valeur de σ la plus petite des valeurs propres et comme valeur
de τ la plus grande des valeurs propres de J .
Estimons donc les valeurs propres λ1 et λ3 avec hL ∼ 0, 5.10
−6 m, hP ∼ 0, 5.10
−7
m et CO2 = C
e
O2
= 0, 21 Pa
RT
∼ 2, 63 avec T = 700 ◦C.
Nous obtenons donc
 λ1 ∼ −2089270, et
 λ3 ∼ −9.62.
Le quotient de raideur vaut alors qr = σ/τ ∼ 271180 ≫ 1.
Le syste`me d’e´quations conside´re´es est donc a`priori raide (satisfait a`: Re(λj)
≤ 0 et qr ≫ 1), mais le fait qu’une des valeurs propres soit positive fausse cette
constatation: la prise en compte de la diffusion permet d”’adoucir” le proble`me.
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4 Formulation variationelle du proble`me d’oxydation
Nous allons maintenant pre´senter le sche´ma nume´rique choisi pour la mode´lisation
du proble`me de l’oxydation d’un composite MAC.
4.1 Me´thode de re´solution des e´quations 2D par e´le´ments
finis
La me´thode des e´le´ments finis consiste a` approcher, dans un sous-espace de
dimension finie, un proble`me e´crit sous forme variationnelle (comme minimi-
sation de l’e´nergie, en ge´ne´ral) dans un espace de dimension infinie. La solu-
tion approche´e est dans ce cas une fonction de´termine´e par un nombre fini de
parame`tres comme, par exemple, ses valeurs en certains points (les noeuds du
maillage).
Les avantages de cette me´thode sont, entre autres, le traitement possible de
ge´ome´tries complexes et la de´termination plus naturelle des conditions aux lim-
ites.
Ses inconve´nients sont la complexite´ de mise en oeuvre et le couˆt en temps de
calcul et en me´moire.
4.1.1 Ele´ments finis de Lagrange triangulaires de degre´ un (P1).
Tous les proble`mes bidimensionnels comme les proble`mes monodimensionnels
re´solus par e´le´ments finis peuvent s’e´crire sous la forme ge´ne´rale du proble`me
suivant [7][8]: trouver la fonction u appartenant a` l’espace de Hilbert V telle
que
a(u, v) = l(v)∀v ∈ V
avec V un espace de Hilbert re´el muni du produit scalaire et de la norme as-
socie´e, a une forme biline´aire continue et elliptique sur V , et l une forme line´aire
continue sur V .
Le the´ore`me de Lax-Milgram conduit alors aux conclusions suivantes :
 le proble`me admet une solution unique u dans V ;
 si la forme biline´aire a est syme´trique, le proble`me variationnel est e´quivalent
au proble`me de minimisation suivant : trouver u ∈ V qui re´alise le mini-
mum de la forme quadratique J(v) = a(v, v)− l(v)
On doit maintenant construire un sous-espace Vh ⊂ V de dimension finie
dans lequel s’e´crira le proble`me approche´ : trouver la fonction uh appartenant
a` l’espace Vh telle que :
a(uh, vh) = l(vh)∀vh ∈ Vh
Ce proble`me admet e´galement une solution unique car Vh ⊂ V , et donc les
hypothe`ses du the´ore`me de Lax-Milgram sont e´galement ve´rifie´es dans Vh. Dans
ce cas l’espace d’approximation Vh est un espace de fonctions continues affines
par e´le´ments triangulaires.
Dans chaque triangle, la restriction des fonctions de Vh est donc un polynoˆme de
degre´ un de la forme a0+ a1x+ a2y qui est donc de´termine´ de fac¸on unique par
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ses valeurs en trois points distincts : on choisit les trois sommets du triangle.
Ceci assure la continuite´ globale des fonctions de Vh sur le domaine polygonal
Ω.
En effet sur chaque areˆte commune a` deux triangles adjacents, les restrictions
des fonctions de Vh sont des fonctions affines fixe´es de manie`re unique par la
donne´e de leurs valeurs aux deux sommets sur l’areˆte. Globalement les fonctions
de Vh seront uniquement de´termine´es par leurs valeurs aux sommets ou noeuds
de la triangulation.
La dimension totale de Vh est donc e´gale au nombre de noeuds du maillage.
Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet sur une partie de la frontie`re,
la dimension de Vh est e´videmment re´duite au nombre des noeuds associe´s a`
une valeur inconnue de la solution. Elle est donc e´gale au nombre de noeuds
total moins le nombre de noeuds ou` la solution est fixe´e par une condition de
Dirichlet.
Les fonctions de base P1 La construction d’une base de Vh se fait selon
la technique classique de Lagrange. On prend comme fonctions de base les N
fonctions ωI de Vh de´finies par les N conditions suivantes aux N noeuds (xI , yI)
du maillage :
ωI(xJ , yJ ) = δIJ
Ces fonctions ont un support re´duit a` l’union des triangles dont le point (xI , yI)
est un sommet. Dans cette base une fonction de Vh s’e´crit :
vh(x, y) = vIωI(x, y)
Les fonctions de forme P1 On appellera fonctions de forme P1 les restric-
tions des fonctions de base dans un e´le´ment. Dans chaque triangle T de sommets
(A1, A2, A3), il n’y a que trois fonctions de base non-nulles. Les restrictions de
ces fonctions de base ωI1 , ωI2 , ωI3 sont les trois fonctions polynomiales de degre´
1 prenant la valeur 1 en un des sommets et 0 aux deux autres sommets. Notons
les respectivement λ1, λ2, et λ3 .
λ1 est le polynoˆme de degre´ 1 prenant la valeur 1 en A1 et 0 en A2 et A3:
λ1(x, y) = a0 + a1x+ a2y
λ1 est donc de´termine´e par le syste`me line´aire suivant :
λ1(x1, y1) = a0 + a1x1 + a2y1 = 1 (51)
λ1(x2, y2) = a0 + a1x2 + a2y2 = 0 (52)
λ1(x3, y3) = a0 + a1x3 + a2y3 = 0 (53)





∣∣∣∣∣∣ = 2Aire(T )
est diffe´rent de 0 si les points A1, A2, A3 ne sont pas aligne´s.
En re´solvant le syste`me 3× 3 ci-dessus et les syste`mes analogues pour λ2 et λ3
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on obtient les formules suivantes
λ1 =








x1y2 − x2y1 + x(y1 − y2) + y(x2 − x1)
2Aire(T )
(56)





































Les trois fonctions λ1, λ2, λ3 s’appellent les coordonne´es barycentriques du
triangle T .
Une fonction quelconque de Vh prenant les valeurs v1 , v2 , v3 aux sommets A1,
A2, A3 du triangle T s’e´crit dans T sous la forme
vh(x, y) = v1λ1(x, y) + v2λ2(x, y) + v3λ3(x, y).
4.2 Formulation variationnelle du proble`me conside´re´
Fort de ces rappels mathe´matiques, e´crivons a` pre´sent la formulation variation-
nelle du proble`me d’oxydation conside´re´.
4.2.1 Ecriture des bilans de masse de l’oxyge`ne





















et sur la frontie`re des fibres δΩfi:
DO2hO2








et les CI suivantes:




hO2(~x, 0) = ef ; (68)
hL(~x, 0) = 0; (69)
Le proble`me approche´ s’e´crit dans l’espace Vh des fonctions continues affines
par triangles. Notons I l’ensemble des indices des noeuds du maillage corre-
spondants a` une valeur inconnue de la solution u. C’est a` dire ici l’ensemble des
noeuds n’appartenant pas la frontie`re Γ0 (ici les frontie`res δΩe et δΩfi). Notons
J l’ensemble des indices des sommets du maillage appartenant la frontie`re Γ0.
La solution u˜h s’e´crira dans la base des ωj pour j ∈ I selon :
uh(x, y) = Σ
N−1
j=1 ujωj(x, y), j ∈ I
La fonction auxiliaire u0 sera approche´e par une fonction u0,h continue et affine
par morceaux prenant les valeurs impose´es sur Γ0 et nulle sur tous les noeuds
d’indices j ∈ I :
u0,h(x, y) = Σ
N−1
j=1 ud(xj , yj)ωj(x, y), j ∈ J
Ce choix de u0,h pre´sente deux avantages [7][8]:
 la solution cherche´e uh et la solution calcule´e u˜h prennent les meˆmes
valeurs aux points ou` la solution u est inconnue. Il n’y a donc pas de
transformation aposteriori a` effectuer sur les re´sultats.
 les conditions aux limites ne produisent qu’une modification limite´e du
syste`me line´aire qui n’intervient que sur quelques composantes du second-
membre.
En inte´grant dans la formulation variationnelle tous ces e´le´ments, on obtient en
de´finitive le proble`me approche´ dans Vh: trouver les valeurs uj pour j ∈ I , vh
e´tant une fonction de base de Vh.
Dans le proble`me que nous conside´rons ici, nous faisons l’hypothe`se que la
solution recherche´e est uh = Ch,o2 . Cette solution du proble`me approche´ dans
Vh est alors e´crite sur la base des ωj ; les fonctions ho2 et hL sont suppose´es eˆtre


















avec dΩ = dxdy.


















et nous obtenons en line´arisant le proble`me
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On obtient un syste`me de Ni e´quations a` Ni inconnues ou` Ni de´signe le
nombre de points du maillage d’indices i ∈ I donc le nombre de noeuds corre-
spondant a` des valeurs inconnues de la solution.

































 un premier terme repre´sentant les efforts surfaciques (correspondant au
second-membre du proble`me diffe´rentiel).
 un deuxie`me terme (CL), inte´grale curviligne, provenant des conditions
aux limites de Neumann.
 un e´ventuel dernier terme, expression des conditions de Dirichlet non-
homoge`nes.
Le calcul des coefficients Ki,j de la matrice de raideur et des composantes
Fi du second-membre se fait par une proce´dure d’assemblage des contributions
apporte´es par chacun des e´le´ments Tk de la triangulation [8].








On observe que la matrice K est tre`s creuse, un grand nombre de ses coefficients
sont nuls, en raison du choix de fonctions ωi de support limite´.
Quant a` la matrice de masse, on l’obtient en utilisant les formules d’inte´gration
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Il peut eˆtre avantageux de calculer la matrice de masse condense´e (Mass Lump-









Regardons a` pre´sent le traitement du second membre F [8]. Son calcul
s’effectue en sommant les contributions de chaque e´le´ment triangulaire: le sec-
ond membre est alors connu par sa valeur aux noeuds, et peut eˆtre repre´sente´




ce qui nous rame`ne au calcul de la matrice de masse e´le´mentaire.
Regardons a` pre´sent le traitement des conditions aux limites (CL) [8]. Nous




Son calcul s’effectue sur les e´le´ments ayant un coˆte´ sur la frontie`re Γ. Il se
rame`ne a` une inte´grale simple sur un coˆte´ A d’un triangle.
Nous conside´rons dans notre proble`me deux frontie`res :
 Γ1 = δΩe (frontie`re exte´rieure);






























Nous connaissons les valeurs de CO2 , hO2 et hP aux noeuds du maillage. Si le
coˆte´ A a pour extr{emite´s les noeuds xI et xJ , on a alors sur A :
 CO2 = (CO2)IωI + (CO2)JωJ ,
 hO2 = (hO2)IωI + (hO2)JωJ ,
 hP = (hP )IωI + (hP )JωJ .
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Nous obtenons en utilisant la formule de Simpson [8] pour le cas ge´ne´ral (g















Pour un triangle frontie`re T de sommets (I,J,K), I et J appartenant a` la


















soit dans notre cas, en conside´rant T1 un triangle de sommets (I1,J1,K1) de
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Ces e´quations vont poser un proble`me car elles de´pendent de la fonction
inverse des variables.
Nous commenc¸ons donc par les re´e´crire avec un changement de variable
permettant de s’affranchir du comportement divergent des e´quations pour les
faibles valeurs des grandeurs (i.e. proches de 0).
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Y 3Co2 , (83)
La formulation variationnelle de ces e´quations est beaucoup plus aise´e que



















































pour l’e´quation sur la hauteur de pyC consomme´.



























M e´tant la matrice de masse e´le´mentaire.
4.3 Me´thode de re´solution temporelle des e´quations
Etant donne´e la complexite´ et la raideur du proble`me a` re´soudre, il convient
d’opter pour la discre´tisation temporelle pour un sche´ma implicite.
Nous retenons principalement deux sche´mas de re´solution:
 le sche´ma d’Euler, sche´ma a` un pas,
 le sche´ma de Gear, sche´ma a` deux pas.
Ces deux sche´mas sont inconditionnellement stables. Le sche´ma de Gear sem-
ble plus avantageux car particulie`rement adapte´ dans le cas d’e´quations raides
(fortes variations locales des constantes).
4.3.1 Sche´ma d’Euler implicite









avec la condition initiale U0j = U0(xj).
Nous re´solvons alors pour l’e´quation sur le bilan de masse
MUn+1 =MUn −∆tKUn+1 +∆tF
avec U = CO2 , M la matrice de masse, K la matrice de raideur, F le second
membre et ∆t le pas de temps.
Quant aux e´quations sur les bilans de hauteur, nous re´solvons
MUn+1 =MUn +∆tF
avec U = hO2 , X et Y .
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4.3.2 Sche´ma de Gear implicite
















avec la condition initiale U0j = U0(xj) et la ne´cessite´ de connaˆıtre U
1
j .
Nous re´solvons alors pour l’e´quation sur le bilan de masse
3
2












avec U = CO2 , M la matrice de masse, K la matrice de raideur, F le second
membre et ∆t le pas de temps.
Quant aux e´quations sur les bilans de hauteur, nous re´solvons
3
2




avec U = hO2 , X et Y .
4.4 Me´thode de re´solution des e´quations 1D par e´le´ments
finis
Pour un probleˆme 1D donne´, nous conside´rons cette fois un intervalle [a, b]. Cet
intervalle est discre´tise´ en N sous-intervalles ou e´le´ments Ti = [xi−1, xi].
Les e´le´ments Ti n’ont pas force´ment la meˆme longueur; Vo,h est alors l’espace
des fonctions continues affines par morceaux (sur les segments Ti) et nulles aux
extre´mite´s a et b.
On rappelle que les fonctions vh ∈ Vo,h sont de´termine´es de manie`re unique par
la donne´e de leurs valeurs aux points xi pour i = 1, ...N − 1.
Ainsi, dans le cas 1D, nous ne conside´rons plus des triangles comme e´le´ments
de base du maillage, mais des segments.
La formulation variationnelle du proble`me conside´re´ se fait de la meˆme
manie`re que dans le cas 2D, avec cette fois des inte´grales simples sur les segments





















pour le bilan de masse d’oxyge`ne, soit en utilisant une inte´gration par parties













































































































































































































































Le calcul des matrices de raideur et de masse ainsi que du second membre
se fait par assemblage des contributions des e´le´ments Ti = [xi−1, xi] avec i =
1, ...N − 1.















Conside´rons l’e´le´ment Ti = [xi−1, xi]. Sur cet e´le´ment, il n’y a que deux

















L’e´criture des matrices de masse et de raideur ne de´pend plus alors de l’aire
des e´le´ments comme en 2D mais des longueurs de segments.
5 Conclusion
Dans ce papier une mode´lisation de l’oxydation des composites CMC a` ma-
trice autocicatrisante est pre´sente´e. Le proble`me physique conside´re´ est de´crit
et sa mise en e´quation permet de retenir un sche´ma nume´rique approprie´ au
phe´nome`ne d’oxydation de la matrice. La nouvelle ide´e directrice par rapport
aux travaux existants sur le sujet est de travailler sur une vue 2D dans le plan
de la fissure transverse aux fibres. Ainsi, les quantite´s de´finies dans la direction
paralle`le aux fibres sont des champs 2D de´finis sur des domaines ad hoc. La
cre´ation du bouchon d’oxyde ame`ne a` l’existence de domaines a` frontie`re libre.
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